MAT-20450 Fourier’n menetelmiit Tentti 6.4.2010

— Ei muistiinpanoja, kirjallisuutta, laskinta.
— Jokaiseen paperiin nimi ja opiskelijanumero.

1. Olkoon T-jaksoisella funktiolla f{#) Fourier-sarja

[e o]
)= lao + Y.(a, cosnot + b, sinnot),
z n=l
missd o = 27/T ja missd kertoimet ovat toistaiseksi tuntemattomia. Johda
eli piattele kertoimelle @ tai by (kumpi lieneekin tullakseen) laskukaava
seuraavasti: integroi yhtdlo

f(t)cos(wt) = %ao cos(w?)+ i (a,, cos(nwt) cos(wt) + b,, sin(nwt) cos(wt))

n=1

T/2
puolittain [...dt jaoleta, ettd yhtdlén oikea puoli saadaan integroida

~T/2
yhteenlaskettava kerrallaan. Pidttele jokaiselle oikean puolen integraalil-
le arvo hyddyntéen integroitavan parittomuus ja jo(i)tain seuraavista:

2 sin(a) sin(b) = cos(a—b) — cos(a+b),
2 cos(a) cos(b) = cos(a—b) + cos(a+b),
2 cos(a) sin(b) = sin(a+b) — sin(a—b).

2. Funktio f(¢) =sin(¢) (—n/2 <t<m/2) jatketaan m-jaksoiseksi. Hah-
mottele sen kuvaajaa. Laske funktion f(7) (jatketun version) Fourier-sarjan
kompleksiversiolle kaikki kertoimet

1d+T inot a+T d+T
j Ft)e M gp = ( j f(t)cos(nwt)dt — | j £(t)sin(nwt)dt)

hyodyntéen funktion parillisuutta tai parittomuutta seki jotain tehtivin 1
kaavoista, ja muodosta lopuksi funktion kompleksinen Fourier-sarja

f= Tene™'.
H=—00

Helpottava voi olla myds sin(x—y) = sin(x) cos(y) — cos(x) sin(y).
Kddnnd!



3. Olkoon ¢ > 0. Laske Fourier-muunnoksen méritelmisti
CO -
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Yhdessd kirjassa "ideoidaan" uusia Fourier-muunnopareja katsomalla,
mitd tapahtuu funktioille ja niiden muunnoksille, kun ¢ — 0+.

¢) Mitkd ovat a-kohdassa funktion f,(r) ja sen muunnoksen F(jo)
raja-arvofunktiot, kun ¢ — 0+ ?

b) Mitkd ovat b-kohdassa funktion f(f) ja sen muunnoksen Fj(jo)
raja-arvofunktiot, kun ¢ — 0+ ?

Kommentti: Jos laskit oikein, niin sait saman raja-arvofunktion kummallekin Fourier-
muunnokselle. Tuon kirjan ideoinnissa on siis pakko olla jotain vikaa. Fourier-
muunnoksen kéénteismuunnos ei nimittdin voi olla kaksi eri funktiota samanaikaisesti.

4. Olkoon F{f(1)} = F(jo). Piittele Fourier-muunnos funktiolle

f(#) cos(wg?) cos(mpl)

seuraavasti: esitd trigonometrinen funktio eksponenttifunktion avulla,
kéyté lineaarisuutta ja taajuussiirto-ominaisuutta (yksi alla luetelluista).

Tiedetdicin, ertd e =cosx + j sinx,
Joten e ¥ =cosx—jsinx ja & +e¥=2cosx ja & —e¥=2jsinx.

Ominaisuuksia: Jos T{f(1)} = F(jo), niin F{f(-1)} = ¢ " F(jo) ja Fd"f(1)} =
F((o-a)) ja F{F(1)} = 2nf(-).



