MAT-20501 Todennikoisyyslaskenta
Tentti 4.3.2013 / Kimmo Vattulainen

e Vastaa jokainen tehtava eri paperille.
e Funktiolaskin sallittu.

1. a) P(A) = 0.40 ja P(AU B) = 0.60. Mitd on P(ANB), kun A ja B ovat
riippumattomia

b) Satunnaismuuttujan odotusarvo E(X) ja mediaani Md(X) ovat jakauman kes-
kikohtaa kuvaavia tunnuslukuja. Jatkuvan satunnaismuuttujan X mediaani on luku,
joka toteuttaa ehdon P(X < Md(X)) = % eli mediaani jakaa otosavaruuden kah-
teen, todennakoisyydeltddn yhtédsuureen osaan. Laske jatkuvan satunnaismuuttujan
X odotusarvo ja mediaani, kun tiheysfunktio ja otosavaruus ovat

f(a;):%z, z € N=]0,3

2. On kolme kirjekuorta, joissa yhdessd on 120 euroa ja kaksi muuta ovat tyhjii.
- Henkilot A ja B yrittdvit arvata rahakuoren ja molemmilla on kolme arvausta.

A pelaa varman péélle ja valitsee jokaisen kuoren yhden kerran. B puolestaan tekee
arvaukset toisistaan riippumattomasti, jolloin hén valitsee yhden kuoren 0 —3 kertaa.
Laske molempien henkiléiden saaman rahasumman odotusarvo, kun raha 120 euroa
jaetaan oikeiden arvausten lukuméérien suhteessa.

3. Talossa on jirjestelmd, joka asukkaiden poissa ollessa sytyttdd ja sammuttaa
valot satunnaisesti kerran tunnissa. Olkoon X aika, jolloin valot sytytetdén ja Y
aika, jolloin ne sammutetaan (yksikkoné tunti). Ajat lasketaan joka tunnin alusta.
Systeemi on suunniteltu niin, ettd (X,Y) noudattaa jakaumaa, jonka tiheysfunktio
on '

flz,y) =8zy, 0<z<y<l

Laske ehdollinen todennékéisyys, ettd valot sammuvat vasta viimeisen 15 minuutin
aikana, jos ne palavat vahintdén puoli tuntia?

4. Noppaa on heitetty 100 kertaa ja tulosten summaksi on saatu 380. Onko noppa
kunnollinen siind mielessi, ettd se antaa keskiméérin oikeita tuloksia? Tutki asiaa
keskeisen raja-arvolauseen avulla, kuinka harvinainen tulos 380 tai sitd suurempi
arvo on? Kéaytd 5%:n merkitsevyystasoa.
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Normaalijakauman N(0,1) kertymafunktion arvoja ®(x)=P(z<x)

t-jakauman t(df) kriittisia pisteitd c: F(c)=P(t<c)=1-a

x| 000 001 002 003 004 005 006 007 008 0.09 a
0.0|0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 05199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359 g | 040 025 o040 005 0025 001 0005 00005
0.1(0.5398 05438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753 1 0325 1.000 3078 6314 12706 31.821 63657 636.619
0.2| 05793 05832 0.5871 05910 0.5048 0.5087 06026 0.6064 06103 06141 2 | 0289 0816 1886 2920 4303 6965 9925 31599
0.3) 06179 06217 06255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517 3 0277 0765 1638 2353 3182 4541 5841 12924
0.4] 06554 0.6591 06628 0.6664 0.6700 0.6736 06772 0.6808 0.6844 0.6879 4 0271 0741 1533 2132 2776 3747 4604 8610
0.5/ 06915 06950 0.6985 0.7019 07054 0.7088 07123 0.7157 0.7190 0.7224 5 0267 0727 1476 2015 2571 3365 4032 6.869
0.8| 07257 07291 07324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 07486 0.7517 0.7549 [ 0265 0718 1440 1943 2447 3143 3707 5959
0.7| 07580 07611 07642 07673 0.7704 0.7734 07764 0.7794 0.7823 0.7852 7 0263 0711 1415 1895 2365 2998 3499 5408
0.8( 07881 07910 07939 0.7967 07895 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133 8 0262 0706 1397 1860 2306 2896 3355 5041
0.9/08150 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389 9 0261 0703 1383 1833 2262 2821 3250 4781
1.0{0.8412 0.8438 08461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0,8621 10 0260 0700 1372 1812 2228 2764 3169 4587
1.1| 08643 08665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830 1 0260 0697 1363 1.795 2201 2718 3108 4437
1.2/ 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0,8962 0.8980 0.8997 0.8015 12 | 0259 0695 1356 1782 2179 2681 3055 4318
1.3 08032 09049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 09131 0.9147 09162 08177 13 0259 0694 1350 1771 2160 2650 3.012 4.221
1.4/09192 09207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.8279 0.9202 0.9306 0.9319 14 0258 0802 1345 1761 2145 2624 2977 4140
1.5] 08332 09345 09357 0.9370 0.9362 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441 15 0258 0691 1341 1753 2131 2602 2947 4073
1.6( 09452 0.9463 0.9474 0.9484 09485 0.9505 0.9515 0.8525 0.9535 0.9545 16 0258 0690 1337 1746 2120 2583 2921 4015
1.7( 09584 009564 09573 0.9562 0.9591 0.9509 0.9508 0.9616 0.9625 0.9633 17 | 0257 0689 1333 1740 2110 2567 2.898 3.965
1.8| 09841 09649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9683 0.9699 0.9706 18 0257 0688 1330 1734 2101 2552 2878 3922
1.9/09713 09719 09726 09732 0.9738 0.9744 09750 0.9756 0.9761 0.9767 19 | 0257 0688 1328 1729 2093 2539 2861 3883
2,0/08772 09778 00783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0,9808 0.9812 0.9817 20 0257 0687 1325 1725 2086 2528 2845 3850
2108821 09826 09830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857 21 | 0257 0686 1323 1721 2080 2518 2831 3819
2.2|09861 09864 09868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890 22 | 0256 0686 1321 1717 2074 2508 2819 3792
23| 09893 09896 09898 09901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916 23 | 0256 0685 1319 1714 2069 2500 2807 2768
24109918 09920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9928 0.9931 0.9932 05934 0.8936 24 | 0256 0685 1318 1711 2064 2492 2797 13745
2.5] 09938 0.9940 0.9941 0.9943 0.8945 0.9846 09948 0.9949 0.9951 0.9952 25 | 0256 0684 1316 1708 2080 2485 2787 3725
2.6/ 09953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9953 0.9964 26 0256 0684 1315 1706 2056 2479 2779 3.707
2.7{0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9873 0.9974 27 0256 0684 1314 1703 2052 2473 27711 3690
2.8| 09974 09975 0.9976 0.8977 0.9977 0.9878 0.887¢ 09978 0.9980 09981 28 | 0256 0683 1313 1701 2048 2467 2763 3674
2.9/0.9981 09982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.0985 0.0985 0.9986 0.9986 29 0256 0683 1311 1699 2045 2462 275 3659
3.0| 09987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.998% 0.9989 0.9989 0.9980 0.9990 30 | 0256 0683 1310 1697 2042 2457 2750 3.646
3.1[08990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 (0.9993 0.9993 40 | 0255 0681 1303 1684 2021 2423 2704 3551
3.2|0.99¢3 09993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 09994 0.9995 0.9995 0.9995 80 0254 0678 1292 1664 1990 2374 2639 3416
3.3(0.9905 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9995 0.9995 0.9997 120 | 0254 0677 1.289 1658 1980 2358 2617 3373
3.410.9997 0.9997 0.9957 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9938 o 0253 0674 1282 1645 1960 2326 2576 3.291
F-jakauman kriittisis pistaitd c: P(F<c)=0.96, kun F~F(df1, df2)
df1 1 2 3 4 &
*-jakauman xzfdf) kriittisia pisteitd c: F(c)=P(wsc)=1-a | teras renso 21571 2 0o
2 1851 1800 19.16 1825
a 3 1013 655 828 a1
df| 0995 0.89 0975 085 09 01 005 0025 001 0.005 i o e B
10000 0000 0.001 0004 0016 2708 3.841 5024 6.635 7.879 § 59 614 476 458
20010 0020 0051 0403 0211 4605 5991 7378 0210 10.507 1 so a2 am
3|0072 0115 0216 0352 0584 6251 7.815 0348 11.345 12.838 4 il
10 495 410 371 348
410207 0207 0484 0711 1084 T7.779 9488 11143 13277 14.860 12 475 389 449 326
510412 0554 0831 1445 1610 0236 11.070 12833 15086 16.750 ol oo R
60676 0872 1.237 1635 2204 10.645 12592 14.449 16812 18.548 . A2 338 289 278
700869 1209 1680 2167 2833 12017 14.067 16.013 18475 20278 Po| 3% 5w 310 24
8 [1.3¢4 1846 2180 2733 3480 13.362 15507 17.535 20.090 21.955
9| 1735 2088 2700 3.325 4.168 14684 16919 19.023 21866 23.589
10| 2.156 2558 3.247 3.940 4.865 15.987 18.307 20483 23.208 25.188 Fjakauman krilttisi pisteitd c: P(F<e)=0.876, kun F~F(dft, df2)
11| 2603 3.053 3816 4.575 5578 17.275 19.675 21.920 24725 26.757 TR R R TR
12| 3.074 3571 4404 5226 6304 18.548 21.026 23337 26217 28.300 az
133565 4.107 5000 5802 7.042 19812 22362 2473 27688 29.819 2| st e Bi % ekl s 208 e 203 sede et Bis Bls 2008 Har e
1414075 4660 5620 6571 7790 21.084 23685 26119 20.141 31.319 3 | ol e NSRRI TARVUS A8 WA E 1) s wle A e
154601 5229 6.262 7.261 B8.547 22307 24996 27.488 30578 32.801 5 1001 B43 776 739 715 69 685 676 688 662 650 643 631 62T 614 608
16[ 5142 5812 6906 7.962 9312 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267 5 29 i hool wm) GRSz D) R R GANAr BMT BUoSn weam
17| 5697 6.408 7.564 8672 10.085 24769 27.587 30191 33.409 35718 ! LET U (S0 T A A 4B AM B0 A0 4E 0 A B SR R
18] 6.265 7.015 8.231 9.390 10.865 25989 28.859 31.526 34.805 37.156 0 694 545 483 447 424] 407 395 385 378 372 362 350 347 335 323 315
19| 6.844 7633 8207 10417 11651 27.204 30.144 32852 36.191 38.582 AR YRR
20| 7434 8.260 9.591 10.851 12443 28412 31410 34.170 37.566 30.997 20 58 448 38 351 32 313 201 291 28 207 263 25T 246 240 225 247
21| 8034 6897 10.283 {1591 13240 29615 32671 035479 38932 41.401 B | Ea N S dm o Bar e 2w o sel 0 BN e W e on
22/ 8643 9542 10.982 12338 14.041 30813 33.924 36781 40.289 42.796 Bl 3R wm a pRE WA ZHE 22 (IS T RO 2 T ChE R 1 R
23] 9.260 10,196 11.689 13.001 14.848 32.007 35172 38.076 41638 44.181
24) 9886 10.856 12.401 13.848 15650 33.196 36415 30.364 42.980 45.559 ? :
2510520 11.54 13.120 14611 16473 34362 37652 40645 44314 46.928 TR A PR
2611160 12.198 13.844 15379 17.282 35563 38,885 41.923 45642 48.200 _len 3 2 3 4 § s 7 8 o 10 12 6 20 25 0 10
27|11.808 12.879 14.573 16.151 18.114 36.741 40.113 43195 46.983 49.845 ‘:ﬂ 4052.2 4999.5 5403.4 56246 57636,
28|12.461 13.565 15.308 16.928 18.939 37.916 41,337 44.461 48.278 50.993 i il
29(13.121 14258 16,047 17.708 19.768 39,087 42557 45722 49.588 52.336 4
30113.787 14.953 16.791 18.493 20.599 40.256 43.773 46.979 50.892 53672 =
40120.707 22164 24.433 26.509 28.051 51.805 55.7586 59.342 B3.691 66.768 :
50(27.991 29.707 32357 34,764 37.689 63167 67.505 71.420 76.154 79.490 5
60(35.534 37.485 40,482 43,188 46,459 74397 79.082 83298 88.379 91952 %
T0(43.275 45.442 48.758 51.730 55329 85.527 ©0.531 95.023 100425 104.215 15
80 (51.172 53.540 57.153 60.391 64.278 96.578 101.879 106.629 112.329 116.321 ::
90(59.196 61.754 65.647 69.126 73.201 107.565 113.145 118.136 124.116 128.209 bl
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