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Tentti 27.11.2007

Toimintaohje ja arvosteluperusteet:
- vastaa kaikkiin viiteen tehtdydén
- ndistd viidestd huonoiten pigteitd tuottanut jitetdsin arvostelussa huomiotta
- max 5 pistettd per tehtivi (dsioiden pisteytys ilmoitettu tehtivissi)
- slis tentissd mahdollisuus saada max 20 pistettd
- yhteispisteet kurssisuorituksesta: tentti (max 20} + projektityd (max 10) = 30

Tehtidvi 1. Selitd seuraavat kisittest (max 20 sanaa ja yksi matemaattinen lauseke per
kohta; 1 p per kohta)

a) Maksimientropiajakauma

b) Normaalijakautuneen satunnaisvektorin pddkomponentit
c) Satunnaisvektorin X regressio satunnaisvektorin Y suhteen
d) Informaatio '

e) Momentit generoiva funktios

Tehtivi 2. Systeemid kuvaa lineaarinen tilamalli
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Tilaestimoinnin tehtdvidni on muodostaa mittaustulosten yy,...y,+; ja tunnettujen ulkoisten
tekijoiden uj,...u, perusteella tilan xj,,; todenndkoisyysjakauma. Tdllainen estimaatti
voidaan muodostaa rekursiivisesti Kalman-suodatukseksi kutsutulla menetelmaélla.

a) Kuvaa Kalman-suodatuksen periaate. Matemaattisia lansekkeita ei tarvitse
muodostaa. (4 p)

b) Miten periaate muuttuu, jos tila, ulkoinen tekiji ja mittaus ovatkin binfdreji
skalaareja ja malli kuvattu muodossa (1 p)

1-
P(xn+1|x",un=0)={ Po o :}f

po  1-4q,]
1-p
P(xnﬂ(‘xn‘unzl):[ 1] Q] :I
P 1_%

-2, 4
Py, 'xnﬂ):f: ~ 1 1~}
P l-g,



-

Tehtidvi 3. Olet laatimassa prosessioperaattorin pa#ttksenteon tueksi systeemimallia,
jolla tietyn input-informaation perustella ennustetaan tuotteen keskeisti
laatuominaisuutta. Kéytettivissisi on (esim) 40 input-muuttujaa ja niisti seki
ennustettavasta laatuominaisuudesta (esim) 1000 mittausarvon (per muuttuja)
historiadata. Tehtévisi on arvioida my®s ennusteen epivarmuntta, Kuvaa epivarmuuden
ldhteet seki ne periaatteet, joiden mukaan arvioit ja kisittelet niitd a) mallia
identifioitaessa, b) mallia sovellettaessa.

Tehtavi 4. Erdstd laitetta kdytetdin vaihtelevissa ympéristdolosuhteissa niin, etti tietty
laiteyksilé on koko elinikdnsd samassa ympdristossid. Oletetaan, ettd ympiriston
rasittavuutta voidaan luonnehtia suureella x. Oletetaan edelleen, etti laitteen elinikd T on
eksponenttijakautunut satunnaissuure:

S (2 | x,aq,0) = (ao + alx)' eXp(_ (ao + axx)t)

a) Olkoon meilld havaintojoukko rasittavuustekijistd ja laitteen eliniésti ja oletetaan,
ettd ndmd havaintoparit ovat toisistaan riippumattomia, {(x;t)} i=1,..N. Johda
maximum likelihood —yhtdlot parametrien o ja oy estimaateille. (1,5 p) [HUOM!
Yhtilst eivit ratkea analyyttisesti; kohdissa b ja c ratkaisuista kdytetddn merkintdd
a,,a, 1.

b) Approksimoidaan parametrien o ja o; jakaumaa normaalijakaumalla. Mikd on
parametrien jakauman kovarianssimatriisi C, lausuttuna havaintojen {x;,t}
i=1,..N ja maximum likelihood —estimaattien &,,@&, avulla. Perustele lausekkeiden

avulla, miksi kovarianssimatriisin arvo on keskimdariisesti tarkastellen kiddntden
verrannollinen havaintojen lukuméaériin N. (2 p)

c) Olemme asentamassa laitetta ympéristoon, jonka rasittavuusarvoksi olemme
maidrittineet x,;. Ottaen huomioon parametrien epdvarmuus, kirjoita lauseke
laitteen elinidn todennzkdisyysjakaumalle ko asennuksessa. Toisin sanoen: mikd
on Tys:n jakauma ehdoilla, ettd a) T:n “todellinen” jakauma kuuluu
eksponenttijakaumien perheeseen; b) ettd meilld on tiedossamme havaintojen
historia {x;t;} i=1,..N, ja ¢) asennukseen liittyy rasittavuusarvo Xgs:

fT|xm (tm l M € Exp(ao + alx)’ {xi’ti }ilil’xas)

Tlmoita tdmé todennikdisyysjakauma integraalimuodossa parametrijakauman
avulla. Integraalia ei tarvitse laskea, tulos on kohdassa d. (1 p)

d) Kun tuon integraalin laskee analyyttisesti, tulos on
(ay + ot,x —18(x) 1 N - exp|— (e, + e, x — (%) 2N) - 1]
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Tdmé on kummallinen tulos, koska jakauma suurilla t:n arvoilla on saa
negatiivisia arvoja. Miksi ndin kdy? Vinkki: op:n ja op:n priori? (0.5 p)

Tehtivi 5. Olemme historiatiedon perusteella osoiftaneet, ettd paperinvalmistuksen

sekoitussiilion ulosvirtauksessa massan kuitusakeuden vaihtelu (poikkeamana
keskiarvosta x"™*™) noudattaa AR(2) —mallia:

'xn = alxn—l +a2xn—2 + gn
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Kuten kurssilla osoitettiin, yleisesti tiedetdin normaalijakaumalle pétevin, ettd jos
X ~ N, (1,%)

(N4 viittaa d-dimensfoiseen normaalijakaumaan) ja Y = BX, missd B on d’*d —matriisi ja
Y siis d’-dimensioinen satunnaisvektori, niin

Y ~ N, (Bu,BZB")
a) Oletetaan, ettd X ja x.; tunnetaan. Osoita, ettd x:n arvoista vélilld 1..n muodostettu

satunnaisvektori noudattaa jakaumaa:
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b) Seuraavan n:n aika-askeleen aikana ulosvirtauksen volumetrista mé4rié aiotaan
ohjata sekvenssin fi, .. f, mukaisesti. Luonnollisesti kuitumééré kullakin
ajanhetkelld = volumetrinen virtaus * sakeus. Johda lausekkeet koko
tarkastelujakson (summa n:n aika-askeleen yli) aikaisen kuituméarin
odotusarvolle ja hajonnalle. (Vinkki: tdssdkin kohdassa on apua tehtdvin alussa
mainitusta normaalijakauman ominaisuudesta) (2 p)

¢) Mink4 rajojen sisdssid kuituméédri ko jaksolla on todenndkéisyydelld 0.9974 (0.5

p)?




