Laita jokaiseen palauttamaasi konseptiin otsikkoalue, jossa nékyy nimesi, opiskelijanumerosi seki
péiviys ja "Tentti, Automaatiotekniikan matematiikka”.

Tentissd saa olla apuna kirja "Jouko Virkkunen: Siitétekniikan matematiikkaa, Otatieto 884”.
Kirjasta otettu valokopio ei kelpaa. Taskulaskin sallittu.Tentti kestid 3 tuntia. Jaettua taulukkoma-
teriaalia saa kéyttia. - ‘

0. Mini vuonna olet suorittanut aktiivisuustehtiv:it?

1. Vastaa omin sanoin (lyhyesti) seuraaviin kysymyksiin:

a) Miki on regulaatio-ongelma? (1p)
b) Miki on servo-ongelma? (1p)
¢) Miki on nollannen kertaluvun pitopiiri? - (1p)
d) Miki on jirjestelmén sensitiivisyysfunktio? (Ip)
e) Miti tarkoittaa asymptoottinen stabiilisuus? (1p)
f) Miki on tilansiirtomatriisi? ' (1p)

2. Oletetaan, ettd aikajatkuva jirjestelmi (CT) on muotoa

x(t) = Ax(¢) + Bu(?)
y(t) =Cx.

Jérjestelméstd muodostetaan nollannen kertaluvun pitopiirillid diskreetti ndytteenottojirjestelmi
(ndytteenottovili on h) DT:

x(kh + h) = ©x(kh) + Tu(kh)
y(kh) = Cx(kh).

Vastaa seuraaviin viitteisiin vaihtoehdoilla 0,1,2 tai 3. Kustakin oikeasta vastauksesta (arvauk-
sesta”) saa +1 pistettd ja vadrastd ~1 pistettd. Kokonaissaldo tehtidvistd 2 ei kuitenkaan voi olla
negatiivinen. Vaihtoehdot ovat seuraavat:

0) en tiedd enkd arvaa (0 pistettid)

1) pitdd paikkansa kaikilla h:n arvoilla (h>0)

2) pitdd paikkansa lukuunottamatta muutamia tiettyj4 irrallisia h:n arvoja
3) 1ja2 viittimit ovat molemmat vairassi.

Viittdmit ovat:

a) CT on stabiili= DT on stabiili

b) CT on epistabiili = DT on epistabiili

¢) CT:lld on epastabiili inverssi = DT:1l4 on epistabiili inverssi

d) CT:ll4 on stabiili inverssi = DT:114 on stabiili inverssi

e) CT on tarkkailtavissa = DT on tarkkailtavissa

f) CT:n napa-nolla ylijiami on r = DT:n napa-nolla ylijiimi onr. Kiidnni!
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3. Olkoon diskreetti jérjestelmi muotoa

1. . 1
k+1)= k)+ k), ky=1[1 1]x(k).
x(k +1) [0_5 oJ"() Mu() y&) =1 1]x(k)
Suunnittele lineaarinen tilatakaisinkytkentds4ato u(k)= -Lx(k) siten, ettd
a) Suljetun jérjestelmén navat ovat 0.1 ja 0.25 (4p)
b) Kyseessi on ns. Deadbeat-s#té. (2p)

4. Jirjestelm#i kuvaa seuraava diskreetti tilayhtlo

w+n="" "% e uw, =l —a]xk)
X = X , = -4 x

0 025 a|" Y
a) Mitki ovat ko. jérjestelmin pulssisiirtofunktiot H(q) ja H " (g™)? (3p)
b) Miké on ko. jirjestelmin stationgirinen vahvistus? : (1p)
¢) Onko jirjestelmi ohjattavissa? Perustele! (1p)
d) Onko jirjestelmi tarkkailtavissa? Perustele! (1p)

3. Toisen asteen jirjestelmi (karakteristinen yhtils on z> + a,z+a, = 0) on stabiili, jos
1° a,<1 2° a, >-1+aq, 3° a,>-1-a,.

Negatiivisesti takaisinkytkettyi jirjestelmad H (@) = séddetdéin algoritmilla

q(g-1
a) H(p)=K, K>0 (P-siitd)
(3p)
b) H ( )——Kq— K>0
=TT (I-siito). Gp)

Milld K.n arvoilla suljettu séitojirjestelmi kuvassa 1 on stabiili ja miké on jatkuvuustilan s#ito-

virhe e(e¢), kun sisdinmenona on yksikkoaskelfunktio u, ?

Laske seki a) ettd b) kohdat.

€
u, >) H (g) » H(g) —» Y
Kuva 1. Suljetun jirjestelmén lohkokaavio Kidnna!
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Table 2.1 Zero-order hold sampling of a continuous-time system, G(s). The ta-
ble gives the zero-order-hold equivalent of the continuous-time system, G (s), pre-
ceded by a zero-order hold. The sampled system is described by its pulse-transfer
operator. The pulse-transfer operator is given in terms of the coefficients of

Table 2.1 continued

Cb1g" M+ beg" T+ + by,
mAQV - Q:+Q~Q:lu + et ay
G(s) H(q) or the coefficients in H(q)
1 h
s qg-1
1 h%(g+1)
s? 2(g - 1)?
1 g-1. (-1)™ 9" q
sm q Wm& m!  Jam™ AQ —eoh
mi».} Qlu
a 1 - exp(-ah)
s+a g — exp(-—-ah)
1 -ah 1 ~ah ~ah
a ?ual?wlw+mav @nnmﬁlmn:n\%ev
s(s + a) A A
a; = ~(1+e™%%) as =e°
a? bi=1-e"(1+ah) by =e e +ah-1)
Am + Dvw ay = Ile; as = mlwnr
s (g — 1)heoh
(s + ap? (g = e
b = b(1-e ) - a(1 - e~
1=
b b-a
a _ o=bhy,—ak _ __—ahy-bh
Gra)(c+D) by = a(l-e e b(1—e")e
b-a
a#b ay = — (e 4+ e=bh)

ag = e~(a+b)h

G(s) H(q) or the coefficients in H(q)
by = et _g=ah 4 (1 —e ) /b — (1 -e")c/a
(s+c¢) 1= a-b
(s+a)(s+b) by = hm|.n+3>+ b-c emah 4 c—-a o bh
a#b ab bla-b) a(a - b)
a; = lm|n> _ mlvr as = NIT.+S>
— ¢ o - / 2
bi=1-o u+|elv\ w = wo\/1-¢ ¢ <1
- 9wl
w? b = a? + AWIISO v\lhv a=ef = e L.
s2 + 2{ wos + wk w
ay = -2apf B = cos (wh)
as = o’ y = sin(wh)
1 ~{woh _:
Ou = ..Q.w@ =0 wHDAe}(v @m = IOH
s
52+ 20wes + Wi N = —2e7¢“" cos (wh)  ap = e7¢W
w = wo\/1-{?
a? by = 1-cos ah by =1~ cos ah
s +a? a; = —2cos ah by = 1 —cos ah
Dull_
«1 -
s b, = — sinah guwmwzaw
gl @ a
st+a a; = —-2cos ah a; =1
HIQ \w 1 —ah
=0 +}Am,mV a=e
hz 2 h
wQ‘ WNIAHIQvAM.IwV.TmAH.TQV
sl @lﬁl HA 1) + al }+w
3 = (I—&) (@ Y+ ah 5t
a; = —(a +2) as = 2a +1 as = ~




76260 Digitaalinen siitd : tenttikaavasto

Lause 1. Jos

xt) = Ax(t) +h ,t20
A ja h vakioita

t

x(t) = eAtx(0) + f eAtdt h
0

Lause 2. Jos

—ag X1+ X1+ bpu s k=1,...,n-1
—apX;+byu

q Xg
q Xp

(@ +aqr-l+..+2,)x = (byqt-l+..+by)u

Aputuloksia :

_ —bx+b?-4ac

as?2+bs+c =0 ; s=
2a

gl 1-an
#1 =
a z:oa l1-a

[2 0] =_1__[ d -b]

c d ad-bc| —-¢c a

#=-1: exp(ja) = cos(a)+jsin(a) = 1+2jsin(-23-)exp(j§-)

0 0

j f)e-stdt = sf f(t) e-stdt — £(0)



Siirtofunktiosta tilamuotoon

Korkean kertaluvun differentiaaliyhtiloisti tai sellaisten ryhmists voidaan siirtyd tilamuotoon
monin tavoin. Yksinkertaisin menettely perustuu siirtofunktion kiyttoon. Seuraavassa ole-
tetaan, ettd u ja y ovat skalaarifunktiota. Kyseessé on siis yhden skalaaritulosuureen ja yhden
skalaarildhtosuureen jirjestelmi (SISO).

Differentiaaliyhtdlon laplacemuotoinen siirtofunktio on

-1 —

bosn+b—1s" +...+b,

n-1

G(s) =

+...+a

n
S +a1s n

Siirtofunktio on aito, mutta ei vahvasti aito, jos b, # 0. Jakolaskulla saadaan

n-1
bis” +..+b,_;s+b

n-1

G(s) = by +

s"+ais" T+ +a

n

Siirtofunktiota vastaa tilaesitys

Ax+bu

T
¢ x+du

x
y

Koska tulo- ja lahtosuure ovat skalaarifunktioita, ovat b ja ¢ vektoreita ja suoravaikutusmatriisi
D onvakio d = b,.

Siirtofunktiota vastaavia tilaesityksii on rajattomasti. Kaksi ilman laskutoimituksia muodostet-
tavaa ovat havaittavuuskanoninen ja ohjattavuuskanoninen muoto, (d = 0).

Havaittavuuskanoninen muoto on

[ 2, 10 ..0]
“a; 01 ..0
A=) | =[bybyb,  b)iac = T10.. 00
-a,_, 0 0 ... 1
~a, 00 ..0

Ohjattavuuskanoninen muoto on

-a, —a, ... —a,_, -a,
10 0 0
T . T
A=1o o o|b =[10..0djac =[b5,..5,_,8)
0 o r o]

Néamd4 tilamuodot saadaan siis siirtofunktiosta ilman laskutoimituksia. Niill4 on tirked teoreet-
tinen merkitys, mutta numeerisessa laskennassa ne ovat hairiGherkki — kuten polynomit. Niitd

on varottava, jos suunnilleen n > 5 ja erityisesti, jos siirtofunktiolla on moninkertaisia napoja.



| Lote 2

Laplasemuunnoksen teoreemoja

‘ Mairitelmi:  F(s) = L{f()}(s) -} f(t)e™dt

- Laplace-muunnos - Ajan funktio \
F(s) f@® T1 \l
C,F(s) + CF(s) C i)+ C LD Tz ;
F(s+a) e f(£) T3 i
¢S {(};(t - a); ; S T4 i

.1_ s ' TS
a F( a) f(a) : 5
d |
-—F() fox T |
ds |
}F(cr) do : f(t)% 7
E($)E() [f@AhE-7)d |
F-£O ro | T

s*F(s)-[sf(0) + f'()] O . T10 ‘ '

s"F(s) - [S"'lf(O) bt f("-l)(o)] f(")(t) Tll._ ) ||
LR+ %{ [f@ dr] [fmyde T2 |

tmsd .0 J

lim {sF (s)} 11m {f (‘)}

on
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Laplacemuunnos ja aikavasteita

IW

Laplace-muunnos Ajan funktio
1 8(t) M1
1 1 M2
s
1
- t M3
SZ
1 £ M4
S’”l n!
' ! e MS
s+a
1 te™™ M6
(s +a)’
L t'e”™ M7
" (s +ay™ n!
L 1(1 ) M8
s(s +a) a
1 1 (€ e M9
(s+a)s+b) a-b
1 L + ——-1——(ae"" - be™) M10
s(s+a)s+b) ab ab(b-a)
a .
— sin(at) Mil
s‘+a
s
cos(at
s* +a? @)
a ' b .
—_— e " sin(at
(s +b)* +a* (@)
——szi—z e cos(at)
(s+b) +a
s+a s B
s+b (t) + (a - )e

OTATIETO
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Routhin kaavio

1°

2°

3°

4°

50

Mielivaltaista astelukua olevan polynomin juurten sijaintia kompleksitason
positiivisessa ja negatiivisessa puolitasossa voidaan tutkia Routhin kaaviolla:

: -1
Polynomu: a,s" +as" +-+a, S+a,
Kaavio:
S" ao az a4
5™t a, a, a,
n=-2
s b, b,
n=3
s Co o
0
s zZ,
: : yoxrwl -xoynol =X ~-X ynol
Kaavion alkio z, lasketaan kaavalla: z, = el ~ X0 T
Yo Yo
s+ X, ces ces X,
i1 ’
ST » Yast
i :
s z,

Oikeassa puolitasossa olevien juurten lukumaara on kaavion ensimmaisen
sarakkeen merkinvaihtojen lukumaara.

Jos polynomin jokin kerroin on negatiivinen, vahintaén yksi juuri on oikeassa
puolitasossa tai imagindariakselilla.

Jos polynomin jokin kerroin puuttuu eli on nolla, vihintddn yksi juuri on
imaginddriakselilla.

Jos kaaviota muodostettaessa sen ensimmaiseen sarakkeeseen tulee nolla,
sijoitetaan sen tilalle pieni positiivinen luku ¢ > 0 ja jatketaan kaavion

muodostamista. Lopullisesta kaaviosta voidaan laskea merkinvaihdot tutkimalla

g:sta riippuvien termien raja-arvot, kun € —» 0.

Mikili kaavioon tulee koko rivi nollia, ylemmisti rivistd voidaan muodostaa
polynomi, jolla alkuperiinen polynomi on jaollinen.

OTATIETO
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Lore 10

Juuriuran muodostamissdannot

Seuraavat sainnét on johdettu jarjestelmalle, jonka avoimen silmuk?q-
siirtofunktiolle G (s) ja sdddetyn jirjestelmén karakteristiselle yhtdlSlle KY patee:

P(s) P(s)

G, (s)= K—=, KY: 1+G,(s)=0 = 1+K—==0

=500 ) o)

(K Tarkasteltava parametri, joka muuttuu nollasta airettdmaan
Spi[Szi Avoimen silmukan navan/nollan i lukuarvo

{P|Z Avoimen silmukan napojen/nollien lukumaard

LP[LZ; Avoimen silmukan navan/nollan i ja tarkstelupisteen
{ yhdistivén suoran ja positiivisen reaaliakselin vilinen kulma

Yleiset ehdot: Itseisarvoehto: | Gow (i) | =1

Kulmaehto: £{Goy(sp)} = =(180° +k-360%) = (1 + 2k)

Spesifiset muodostamissdannot:

1.
2.

Juuriuran haarojen lukumaara = karakteristisen polynomin asteluku.

Haarat alkavat avoimen silmukan navoista ja paittyvit avoimen silmukan nolliin
= P -Zkpl. haaroja piittyy ddrettdmyyteen.

Juuriura on symmetrinen reaaliakselin suhteen.

Reaaliakselin osa kuuluu juuriuraan, mikili avoimen silmukan napojen ja nollien
yhteenlaskettu lukumaard tarkastelupisteen oikealla puolella on pariton.

Asymptootit:
Sa. Kulmat: a, = zgz—lf:l)-n: k=02, =22,...

Sp = ) .Sz
Sb.  Leikkauspiste reaaliakselilla: o, = 2‘ ; ZE’ z

Urien yhtymis- ja erkanemispisteet reaaliakselilla saadaan ratkaisemalla siddetyn
jirjestelman karakteristinen yhtils Kin suhteen (K = f(5)) ja maarittamalla:

K _o
os

Boutl}in kaavion avulla voidaan madrittii K:n arvot, joilla urat leikkaavat
imagindiriakselin ja edelleen leikkauspisteiden arvot.

Kulma, jossa ura lihtee avoimen silmukan navasta saadaan kulmaehdosta:

2../_2,--2‘,/_}3-(2/:+1)ﬂ N k=0, %2,...
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